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Aujourd’hui

Rappels:
Moment d’une force par rapport à un point O fixe, Moment cinétique d’un point matériel
par rapport à un point O, Théorème du moment cinétique

Système de points matériels
Masse totale, Impulsion totale, Moment des forces, Moment cinétique, énergie cinétique.

Lois de la dynamique pour un système de points matériels
Centre de masse

Mouvement du centre de masse
Lois de conservations

Référentiel du centre de masse
Propriétés du référentiel du centre de masse

Moment cinétique par rapport à un point quelconque: Théorème du transfert
Relation entre le moment cinétique par rapport à un point quelconque et le moment cinétique
dans le référentiel du centre de masse: Théorème de Koenig 1
Relation entre le l’énergie cinétique dans le référentiel du labo et dans le référentiel du centre
de masse: Théorème de Koenig 2
Illustrations: cylindre sur plan incliné, problème à deux corps: collision dans le référentiel du CM
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Rappel: Moment d’une force par rapport à un point O

P est le point d’application de la force.

Unités:

O est n’importe quel point du référentiel
O

ex

ey

ez

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

~r

~F

~Fk
~F?

~F?
~MO

P

~r
~F?

~Fk
~F
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O ~MO

↵

| ~MO| = |~r| |~F?| = |~r| |~F | sin↵

= |~r?| |~F |

|~r?| Bras de levier

En 3D:

Dans le plan (~r, ~F )

P

~MO =
��!
OP ^ ~F = ~r ^ ~F
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Formule de Varignon 
(formule de translation du pivot)

Connaissant le moment d’une force F rapport à un point O, la formule de Varignon
permet d’évaluer son moment par rapport à un autre point O’.
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Rappel: Moment cinétique d’un point matériel P  
de quantité de mvt p par rapport à un point O

Le moment cinétique dépend du point O.

O

ex

ey

ez

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

~r

P

~p

~LO

Unités:

m · kg ·m

s

�
,


kg ·m2
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�

~LO =
��!
OP ^ ~p = ~r ^ ~p
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d~LO

dt
=

d

dt

⇣��!
OP ^ ~p

⌘
= m

 ��!
OP

dt
^ ~v

!

| {z }
+
��!
OP ^ d~p

dt
=

��!
OP ^ ~F = ~MO

Rappel: Théorème du moment cinétique
pour un point matériel

Théorème:
Si O est un point fixe du référentiel, alors

=0 si O est fixe,
≠0 si O n’est pas fixe

d~LO

dt
= ~MO
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Système de points matériels

Définition: Système de points matériels
Un système est un ensemble (discret ou continu) de points matériels soumis à des 
forces externes et interagissant entre eux au moyen de forces internes. 

Exemples:
Gaz
Système de planètes
Corps solide

O

ex

ey

ez

Forces externes
Forces internes
Quantités de mvt
Vecteurs position

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION
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P3

~r1
~r2

~F ext
2

~F ext
1

~F ext
3

~p1

~p2

~p3

[mooc 17.1]
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Système de points matériels: Masse, quantité de 
mouvement, moment cinétique, énergie cinétique

[mooc 17.1]

Comme la masse, la quantité de mouvement et les forces sont des grandeurs extensives, 
on peut écrire: 

M =
X

↵

m↵

~p =
X

↵

~p↵

Masse totale

Quantité de mouvement totale

O

ex
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Forces externes
Forces internes
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Vecteurs position

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION
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~F ext
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~F ext
3
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Moment cinétique total par 
rapport au point O

~LO =
X

↵

~LO↵ =
X

↵

~r↵ ⇥ ~p↵ =
X

↵

��!
OP↵ ⇥m↵~v↵

Energie cinétique totale

Moment total des forces 
par rapport au point O
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MO =

X

↵
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X
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0
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1

A
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↵

1
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↵

<latexit sha1_base64="f3w8nacRwimu0tzzgA9KoraM69U="></latexit>

Force extérieure totale ~F ext =
X

↵

~F ext
↵

<latexit sha1_base64="rrKS2mQ2qURIKeYiELSG0+kiugE=">AAACKHicbVDLSgNBEJz1bXytevQyGARPYTcKehEDgnhUMA/IxjA76SRDZh/M9AbDsp/jxV/xIqKIV7/ESdyDJiloKKqqmenyYyk0Os6XtbC4tLyyurZe2Njc2t6xd/dqOkoUhyqPZKQaPtMgRQhVFCihEStggS+h7g+uxn59CEqLKLzHUQytgPVC0RWcoZHa9qU3BJ5eZw+ph/CIqZksoxfU00nQ9piM+4zSeZncbNtFp+RMQGeJm5MiyXHbtt+8TsSTAELkkmnddJ0YWylTKLiErOAlGmLGB6wHTUNDFoBupZNDM3pklA7tRspMiHSi/t1IWaD1KPBNMmDY19PeWJznNRPsnrdSEcYJQsh/H+omkmJEx63RjlDAUY4MYVwJ81fK+0wxjqbbginBnT55ltTKJfekVL47LVbKeR1r5IAckmPikjNSITfkllQJJ0/khbyTD+vZerU+ra/f6IKV7+yTf7C+fwDFIag1</latexit>
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Lois de la dynamique pour un Système de points 
matériels: Seconde loi de Newton

La seconde équation de Newton pour chaque point matériel s’écrit: 

d~p↵
dt

= ~F ext
↵ +

X

� 6=↵

~F int
�↵

Si on somme sur tous les points matériels, les force internes vont s’annuler 2 à 2,  
et on obtient: 

d~p

dt
= ~F ext

~F ext =
X

↵

~F ext
↵

Résultante des forces 
externes.

Seconde loi de Newton pour un 
système de points matériels

O

ex

ey

ez

Forces externes
Forces internes
Quantités de mvt
Vecteurs position

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

P1P2

P3

~r1
~r2

~F ext
2

~F ext
1

~F ext
3

~p1

~p2

~p3

On pose:

[mooc 17.1]
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Système de points matériels:
Moment total des forces internes

Par la troisième loi de Newton (action-réaction), les moments des forces internes 
s’annulent 2 à 2:

O

ex

ey

ez

Forces internes

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

~r1

~r2

~F 1!2

~F 2!1

~M int
O1

+ ~M int
O2

= ~r1 ⇥ ~F 2!1 + ~r2 ⇥ ~F 1!2

= ~r1 ⇥ ~F 2!1 � ~r2 ⇥ ~F 2!1

= (~r1 � ~r2)⇥ ~F 2!1

= 0

~MO1 + ~MO2 = ~M ext
O1

+ ~M ext
O2

Moment total des forces par rapport au point O

�!
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X

↵

�!
MO↵ =

X

↵
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M ext

O
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Dans le théorème du moment cinétique seules les forces externes contribuent:

d~LO

dt
= ~M ext

O

Théorème du moment cinétique pour un système
de points matériels. 
O est un point fixe.

Lois de la dynamique pour un Système de points 
matériels: Théorème du moment cinétique

[mooc 17.1]
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Centre de masse

O

ex

ey

ez

G

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

Définition: Centre de masse
Le centre de masse G d’un système de points matériels est tel que:

P1

P2

P3

~r1

~r2

~r3 ��!
OG

��!
OG =

1

M

X

↵

m↵~r↵

Le centre de masse est la somme des 
rayons vecteurs des points matériels
pondérés par leur masse, divisée par la 
masse totale du système.
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Vitesse du centre de masse:

~vG =
d
��!
OG

dt
=

1

M

X

↵

m↵
d~r↵

dt
=

~p

M

Mouvement du centre de masse

La quantité de mouvement totale d’un système de points matériels est celle qu’aurait un 
point matériel de masse M et de vitesse vG

Accélération du centre de masse:

~aG =
d~vG
dt

=
1

M

d~p

dt
=

~F ext

M

M~vG = ~p

M~aG = ~F ext

Le centre de masse a une accélération correspondant à celle d’un point matériel
concentrant toute la masse du système, soumis à la résultante des forces extérieures.
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Lois de conservation (1)

Les lois de la dynamique d’un système de points matériels s’écrivent:

1. Si la résultante des forces extérieures est nulle, alors la quantité de 
mouvement du système est constante.

2. Si le moment des forces extérieures est nul, alors le moment cinétique
est conservé.

d~LO

dt
= ~M ext

O
M~aG =

d~p

dt
= ~F ext

<latexit sha1_base64="wea+zw7BiS0ZTBfgRm4l2vJUKMk="></latexit>

~F ext = 0 =) ~p = cste
<latexit sha1_base64="WM8Vv2SSB4PMtJ0FbNlihFniT20="></latexit>

~M ext
O

= 0 =) ~LO = cste
<latexit sha1_base64="te4fP428WpY62qtp0JDpBIGIuO0="></latexit>
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~LO? · ~M ext
O

= ~LO? · d

dt
(~LO? + ~LOk) =

1

2

d

dt
|~LO?|2 + ~LO?|{z}

? ~Mext
O

· d
dt

~LOk
| {z }
k ~Mext

O

= 0

~p? · ~F ext = ~p? · d

dt
(~p? + ~pk) =

1

2

d

dt
|~p?|2 + ~p?|{z}

?~F ext

· d
dt

~pk
| {z }
k~F ext

= 0

Lois de conservation (2)

3. Les composantes de l’impulsion et du moment cinétique qui sont respectivement
perpendiculaires à la résultante des forces et au moment total de forces sont
constantes

~p = ~p? + ~pk , ~p? ? ~F ext , ~pk k ~F ext

|~p?|2 = cste

~LO = ~LO? + ~LOk , ~LO? ? ~M ext
O

, ~LOk k ~M ext
O

|~LO?|2 = cste

~Fext
<latexit sha1_base64="ywxp+xCREa75cLT9n9JNLMbQ8So=">AAAB/XicdVDJSgNBEO1xN25xuXlpDIKnMJnEJN4CgnhUMAskIfR0KkmTnoXummAcBn/FiwdFvPof3vwbezSCij4oeLxXRVU9N5RCo22/WXPzC4tLyyurmbX1jc2t7PZOQweR4lDngQxUy2UapPChjgIltEIFzHMlNN3xaeo3J6C0CPwrnIbQ9djQFwPBGRqpl93rTIDHZ0kv7iBcY2wqSXrZnJ0/qZadY4faeduuOMVySpxKySnSglFS5MgMF73sa6cf8MgDH7lkWrcLdojdmCkUXEKS6UQaQsbHbAhtQ33mge7GH9cn9NAofToIlCkf6Yf6fSJmntZTzzWdHsOR/u2l4l9eO8JBtRsLP4wQfP65aBBJigFNo6B9oYCjnBrCuBLmVspHTDGOJrCMCeHrU/o/aTj5QjHvXJZyNWcWxwrZJwfkiBRIhdTIObkgdcLJDbkjD+TRurXurSfr+bN1zprN7JIfsF7eAR31lkQ=</latexit>

~p?
<latexit sha1_base64="qXI2Iixbrr1by2glIlUXTwR6nmI=">AAAB9HicdVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0mi1PZW8OKxgv2AJpTNdtIu3STr7qZQQn+HFw+KePXHePPfuGkrqOiDgcd7M8zMCwRnStv2h1VYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHHZWkkkKbJjyRvYAo4CyGtmaaQ09IIFHAoRtMrnO/OwWpWBLf6ZkAPyKjmIWMEm0k35sCzcR84AmQYlCu2FXboFbDOXHqtmNIo1F33QZ2FpZtV9AKrUH53RsmNI0g1pQTpfqOLbSfEakZ5TAveakCQeiEjKBvaEwiUH62OHqOz4wyxGEiTcUaL9TvExmJlJpFgemMiB6r314u/uX1Ux3W/YzFItUQ0+WiMOVYJzhPAA+ZBKr5zBBCJTO3YjomklBtciqZEL4+xf+Tjlt1Lqru7WWl6a7iKKITdIrOkYOuUBPdoBZqI4ru0QN6Qs/W1Hq0XqzXZWvBWs0cox+w3j4BpDKSoQ==</latexit>

~pk
<latexit sha1_base64="U8oC8A8+sij1r1AJgwm/2r3VteQ=">AAAB+nicdVDLSsNAFJ3UV62vVJduBovgqiRRarsruHFZwT6gDWEyvWmHTh7MTCol9lPcuFDErV/izr9x0lZQ0QMXDufcy733+AlnUlnWh1FYW9/Y3Cpul3Z29/YPzPJhR8apoNCmMY9FzycSOIugrZji0EsEkNDn0PUnV7nfnYKQLI5u1SwBNySjiAWMEqUlzywPpkCzZO4NEiII58A9s2JVLY1aDefErlu2Jo1G3XEa2F5YllVBK7Q8830wjGkaQqQoJ1L2bStRbkaEYpTDvDRIJSSETsgI+ppGJATpZovT5/hUK0McxEJXpPBC/T6RkVDKWejrzpCosfzt5eJfXj9VQd3NWJSkCiK6XBSkHKsY5zngIRNAFZ9pQqhg+lZMxzoCqnRaJR3C16f4f9JxqvZ51bm5qDSdVRxFdIxO0Bmy0SVqomvUQm1E0R16QE/o2bg3Ho0X43XZWjBWM0foB4y3Ty+ylJA=</latexit>

~p(t)
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~Fext�t
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<latexit sha1_base64="IlYsHAtQcImqix0CzziuVKKxxn0=">AAACAHicdVDJSgNBEO2Je9yiHjx4aQxCRBgmyZDlJujBg2AEE4UkhJ5OJTb2LHTXBMKQi7/ixYMiXv0Mb/6NnUVQ0QcFj/eqqKrnRVJodJwPKzU3v7C4tLySXl1b39jMbG03dBgrDnUeylDdeEyDFAHUUaCEm0gB8z0J197dydi/HoDSIgyucBhB22f9QPQEZ2ikTma3NQCenI86FzmkR7R1ChIZxcNOJuvYTtWplF3q2CW3WHVLhhTccrFSonnbmSBLZqh1Mu+tbshjHwLkkmndzDsRthOmUHAJo3Qr1hAxfsf60DQ0YD7odjJ5YEQPjNKlvVCZCpBO1O8TCfO1Hvqe6fQZ3urf3lj8y2vG2Ku0ExFEMULAp4t6saQY0nEatCsUcJRDQxhXwtxK+S1TjKPJLG1C+PqU/k8aBTtftAuXbva4MItjmeyRfZIjeVImx+SM1EidcDIiD+SJPFv31qP1Yr1OW1PWbGaH/ID19gkuAJV1</latexit>

~M ext
O

<latexit sha1_base64="/M5Hn76y5aOFMy+N9jw+kCaYeyk=">AAACAXicdVDLSgNBEJz1bXxFvQheBoPgaZldF403wYsXUcGokMQwO+no4OyDmd5gWNaLv+LFgyJe/Qtv/o2TGEFFCxqKqm66u8JUSYOMvTsjo2PjE5NT06WZ2bn5hfLi0qlJMi2gJhKV6POQG1AyhhpKVHCeauBRqOAsvN7r+2dd0EYm8Qn2UmhG/DKWHSk4WqlVXml0QeQHRSs/LC7yBsIN5raKolWuMHdnxw/8gDJ3mwUBq1rCNr2tLUY9lw1QIUMctcpvjXYisghiFIobU/dYis2ca5RCQVFqZAZSLq75JdQtjXkEppkPPijoulXatJNoWzHSgfp9IueRMb0otJ0Rxyvz2+uLf3n1DDvVZi7jNEOIxeeiTqYoJrQfB21LDQJVzxIutLS3UnHFNRdoQyvZEL4+pf+TU9/1Nl3/OKjs+sM4psgqWSMbxCPbZJfskyNSI4LcknvySJ6cO+fBeXZePltHnOHMMvkB5/UDYKKYGQ==</latexit>~M ext
O

�t
<latexit sha1_base64="vKAoSBenuk5aGeHLMzXsGFyL4Cs="></latexit>

~LO?
<latexit sha1_base64="naxKmXcRUtAV2RanxksOb62p2Ho=">AAAB+nicdVDJSgNBEO1xjXGb6NFLYxA8DZNkyHILePEgGMEskBlCT6eSNOlZ6O6JhDGf4sWDIl79Em/+jZ1FUNEHBY/3qqiq58ecSWXbH8ba+sbm1nZmJ7u7t39waOaOWjJKBIUmjXgkOj6RwFkITcUUh04sgAQ+h7Y/vpj77QkIyaLwVk1j8AIyDNmAUaK01DNz7gRoejXrpdfYjUHEs56Zty27ZlcrDratslOqOWVNik6lVC3jgmUvkEcrNHrmu9uPaBJAqCgnUnYLdqy8lAjFKIdZ1k0kxISOyRC6moYkAOmli9Nn+EwrfTyIhK5Q4YX6fSIlgZTTwNedAVEj+dubi3953UQNql7KwjhRENLlokHCsYrwPAfcZwKo4lNNCBVM34rpiAhClU4rq0P4+hT/T1pFq1CyijdOvl5cxZFBJ+gUnaMCqqA6ukQN1EQU3aEH9ISejXvj0XgxXpeta8Zq5hj9gPH2Cdl0lFo=</latexit>

~LOk
<latexit sha1_base64="vaOBaVJZxLDOwABKUltmUf7lN9g=">AAAB/nicdVDJSgNBEO2JW4zbqHjy0hgET8NMMmS5Bbx4EIxgFsiE0NOpJE16Frp7AmEI+CtePCji1e/w5t/YWQQVfVDweK+Kqnp+zJlUtv1hZNbWNza3stu5nd29/QPz8Kgpo0RQaNCIR6LtEwmchdBQTHFoxwJI4HNo+ePLud+agJAsCu/UNIZuQIYhGzBKlJZ65ok3AZpez3rpDfZiIgjnwGc9M29bdtWulF1sWyW3WHVLmhTccrFSwo5lL5BHK9R75rvXj2gSQKgoJ1J2HDtW3ZQIxSiHWc5LJMSEjskQOpqGJADZTRfnz/C5Vvp4EAldocIL9ftESgIpp4GvOwOiRvK3Nxf/8jqJGlS6KQvjREFIl4sGCccqwvMscJ8JoIpPNSFUMH0rpiOdAVU6sZwO4etT/D9pFiynaBVu3XytsIoji07RGbpADiqjGrpCddRAFKXoAT2hZ+PeeDRejNdla8ZYzRyjHzDePgHyPJYY</latexit>
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Mouvement du centre de masse: Illustrations

Pendant la phase de vol, la  
seule force extérieure qui agit
sur le motard est la 
gravitation. La trajectoire du 
centre de masse est donc
une parabole.

M~aG = ~F ext
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Mouvement du centre de masse: Illustrations

Même si le mouvement est plus compliqué
et ne peut être décrit comme celui d’un 
point matériel, la trajectoire du centre de 
masse reste une parabole.
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Illustrations: Astéroïde

La NASA détecte un astéroïde dont la trajectoire coupe celle de la terre et décide
d’envoyer une grosse bombe pour le faire exploser en mille morceaux. Est-ce une
bonne idée ? …

… pas forcément, car la trajectoire du centre de masse du système de points 
matériels formés par les débris de l’astéroïde coupera toujours celle de la terre et 
bon nombre de débris vont l’atteindre.

�~p

• Une autre possibilité consisterait à
dévier la trajectoire, p.ex. en
envoyant une fusée s’arrimer sur 
l’astéroïde et lui imprimer un 
changement de quantité de 
mouvement.

DART: Double Asteroïd Redirection Test: 27 septembre 2022
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Référentiel du centre de masse

On considère un référentiel d’inertie R muni d’un repère , et un système
de points matériels.

Définition: Référentiel du centre de masse
Référentiel dont l’origine est le centre de masse G du système de points 
matériels, en translation par rapport à R. 

Translation: l’orientation relative des axes. xi’ par rapport aux xj ne change pas.

x1'

x2'

x3'

O

G

x1

x2

x3

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

(O, ~̂x1, ~̂x2, ~̂x3)

(G, ~̂x
0

1, ~̂x
0

2, ~̂x
0

3)
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x1'

x2'

x3'

O

G

x1

x2

x3

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

x1'

x2'

x3'

O

G

x1

x2

x3

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

x1'

x2'

x3'

O

G

x1

x2

x3

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

x1'

x2'

x3'

O

G

x1

x2

x3

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

Notations dans le référentiel du centre de masse

��!
GP↵ = ~r ⇤

↵

��!
OP↵ = ~r↵

d
��!
OP↵

dt
= ~v↵

d
��!
GP↵

dt
= ~v ⇤

↵

��!
OP↵ =

��!
OG+

��!
GP↵

~v↵ = ~vG + ~v ⇤
↵

x1'

x2'

x3'

O

G

x1

x2

x3

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

Dans le référentiel du labo:

Dans le référentiel du CM:

Relations labo - CM:
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Propriétés du référentiel du centre de masse

1. Le centre de masse est indépendant de l’origine du référentiel d’inertie

2. Dans le référentiel du centre de masse, le centre de masse est à l’origine (!)

3. Dans le référentiel du centre de masse, la quantité de mouvement totale est nulle:

~p ⇤ =
X

↵

m↵
d~r ⇤

↵

dt
=

d

dt

X

↵

m↵~r
⇤
↵

| {z }
=0

= 0

��!
GG =

1

M

X

↵

m↵~r
⇤
↵ = 0

���!
O

0
G

0 =
1

M

X

↵

m↵

��!
O

0
P↵ =

1

M

X

↵

m↵

⇣��!
O

0
O +

��!
OP↵

⌘
=

��!
O

0
O +

��!
OG =

��!
O

0
G

X

↵

m↵~r
⇤
↵ = 0

~p ⇤ = 0
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Propriétés du moment cinétique, théorèmes importants

Jusqu’à présent, nous avons évalué le moment cinétique d’un point matériel ou d’un 
système de points matériels par rapport à un point fixe O.

Qu’en est-il si l’on désire évaluer le moment cinétique par rapport à un point qui n’est
pas fixe?  Dans ce qui suit nous allons:

Exprimer le moment cinétique par rapport à un point quelconque A(t) (théorème
du transfert),

réécrire le théorème du moment cinétique pour un point quelconque,

Établir les relations avec le moment cinétique évalué dans le référentiel du centre
de masse (théorème de Koenig I).

Etablir la relation entre l’énergie cinétique mesurée dans le référentiel du 
laboratoire et mesurée dans le référentiel du centre de masse (théorème de 
Koenig II). 
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O: Point fixe du référentiel du laboratoire. 
A: Point quelconque (peut être en mouvement), 
G: Centre de masse, exposant
.*: grandeurs évaluées dans le réf du CM.

Théorème du transfert:

Th. du moment cinétique par rapport à A :

Théorème de Koenig I:

Théorème de Koenig II:

Théorèmes importants (spoiler alert)

~LA = ~LO +
�!
AO ^M~vG

d~LA

dt
= �~vA ^M~vG + ~M ext

A

~LA =
�!
AG ^M~vG + ~LG

⇤

Ecin =
1

2
Mv2G + E⇤

cin

~LO () ~LA
<latexit sha1_base64="nwKqZtoV1HIDEn7yim5kCMPpyyo=">AAACHXicbVDLSgMxFM34tr6qLt0Ei+CqzNSCLhU3LgQVrAqdUjLpnTaYScbkjlKG/ogbf8WNC0VcuBH/xrSO4OtA4HDOudzcE6VSWPT9d29sfGJyanpmtjQ3v7C4VF5eObM6MxwaXEttLiJmQQoFDRQo4SI1wJJIwnl0uT/0z6/BWKHVKfZTaCWsq0QsOEMntcv18Bp4fjhoH1EaXmWsQ8NDrboSYjSi20NmjL75coroXrtc8av+CPQvCQpSIQWO2+XXsKN5loBCLpm1zcBPsZUzg4JLGJTCzELK+CXrQtNRxRKwrXx03YBuOKVDY23cU0hH6veJnCXW9pPIJROGPfvbG4r/ec0M451WLlSaISj+uSjOJEVNh1XRjjDAUfYdYdwI91fKe8wwjq7Qkish+H3yX3JWqwZb1dpJvbJbK+qYIWtknWySgGyTXXJAjkmDcHJL7skjefLuvAfv2Xv5jI55xcwq+QHv7QOweqI/</latexit>

~LA () ~L⇤
G

<latexit sha1_base64="sYiPeb6m2bw3nTXFjjvOGLAAKE8="></latexit>

Ecin () E⇤
cin

<latexit sha1_base64="5KtXsjTpQckS75WKrfeC5c1C1f8=">AAACJHicbVBNSysxFM2o76nV96y6dBMsgrgoM1VQcFMQwYULBatCp5ZMeqcNZpIxuaOWoT/GjX/FjQs/cOHG32JaZ+HXgcDhnHO5uSdKpbDo+6/e2PjEn7+TU9Olmdl//+fK8wvHVmeGQ4Nrqc1pxCxIoaCBAiWcpgZYEkk4ic53hv7JJRgrtDrCfgqthHWViAVn6KR2eXu3HSJcY86FGtDwImMdGu5r1ZUQoxHdHjJj9FXhfA6frbXLFb/qj0B/kqAgFVLgoF1+CjuaZwko5JJZ2wz8FFs5Myi4hEEpzCykjJ+zLjQdVSwB28pHRw7oilM6NNbGPYV0pH6eyFlibT+JXDJh2LPfvaH4m9fMMN5q5UKlGYLiH4viTFLUdNgY7QgDHGXfEcaNcH+lvMcM4+h6LbkSgu8n/yTHtWqwXq0dblTqtaKOKbJElskqCcgmqZM9ckAahJMbckceyKN36917z97LR3TMK2YWyRd4b+9gbaXR</latexit>
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Moment cinétique par rapport à un point
quelconque A(t): Théorème du transfert

~LO =
X

↵

~r↵ ^m↵~v↵ =
X

↵

��!
OP↵ ^m↵~v↵

~LO =
X

↵

m↵

⇣�!
OA+

�!
AP↵

⌘
^ ~v↵

~LO =
�!
OA ^

X

↵

m↵ ~v↵

| {z }
=M~vG

+
X

↵

�!
AP↵ ^m↵~v↵

| {z }
=~LA

~LA = ~LO +
�!
AO ^M~vG

~LG = ~LO ���!
OG ^M~vG

Le point O est fixe. On désire évaluer le moment cinétique du système de points 
matériels par rapport à un point quelconque A = A(t). 

On écrit et on développe:��!
OP↵ =

⇣�!
OA+

�!
AP↵

⌘

=
�!
OA ^M~vG + ~LA

Théorème du transfert:

Cas particulier:
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~LA = ~LO +
�!
AO ^M~vG

~LA

dt
=

~LO

dt|{z}
~Mext

O

+
d
�!
AO

dt
^M~vG

| {z }
�~vA^M~vG

+
�!
AO ^ M

d~vG

dt| {z }
P

↵
~F ext
↵

�!
AO ^

X

↵

~F
ext
↵ =

X

↵

⇣��!
AP↵ +

��!
P↵O

⌘
^ ~F

ext
↵ =

X

↵

��!
AP↵ ^ ~F

ext
↵

| {z }
~Mext

A

+
X

↵

��!
P↵O ^ ~F

ext
↵

| {z }
� ~Mext

O

Théorème du moment cinétique par rapport à un point
quelconque A(t)

A partir du théorème du transfert, on réécrit le théorème du moment cinétique pour 
un point quelconque A(t). 

On se concentre sur le second terme du membre de droite…

… et on remplace:

Théorème du moment cinétique pour 
un point A quelconque.

Nouveau terme

d~LA

dt
= ~M ext

O
� ~vA ^M~vG + ~M ext

A
� ~M ext

O

d~LA

dt
= �~vA ^M~vG + ~M ext

A

d~LA

dt
<latexit sha1_base64="PxndP/yQ+3lXR2VkjtwEDz3O3lc=">AAAB/3icbVDLSsNAFL3xWesrKrhxM1gEVyUpgi4rbly4qGAf0IQwmUzaoZMHM5NCiVn4K25cKOLW33Dn3zhts9DWAxcO59zLvff4KWdSWda3sbK6tr6xWdmqbu/s7u2bB4cdmWSC0DZJeCJ6PpaUs5i2FVOc9lJBceRz2vVHN1O/O6ZCsiR+UJOUuhEexCxkBCsteeaxEwpM8gA5Y0ryu8K7LvJAFZ5Zs+rWDGiZ2CWpQYmWZ345QUKyiMaKcCxl37ZS5eZYKEY4LapOJmmKyQgPaF/TGEdUuvns/gKdaSVAYSJ0xQrN1N8TOY6knES+7oywGspFbyr+5/UzFV65OYvTTNGYzBeFGUcqQdMwUMAEJYpPNMFEMH0rIkOsA1E6sqoOwV58eZl0GnXbqtv3F7Vmo4yjAidwCudgwyU04RZa0AYCj/AMr/BmPBkvxrvxMW9dMcqZI/gD4/MHTMiWOQ==</latexit><latexit sha1_base64="PxndP/yQ+3lXR2VkjtwEDz3O3lc=">AAAB/3icbVDLSsNAFL3xWesrKrhxM1gEVyUpgi4rbly4qGAf0IQwmUzaoZMHM5NCiVn4K25cKOLW33Dn3zhts9DWAxcO59zLvff4KWdSWda3sbK6tr6xWdmqbu/s7u2bB4cdmWSC0DZJeCJ6PpaUs5i2FVOc9lJBceRz2vVHN1O/O6ZCsiR+UJOUuhEexCxkBCsteeaxEwpM8gA5Y0ryu8K7LvJAFZ5Zs+rWDGiZ2CWpQYmWZ345QUKyiMaKcCxl37ZS5eZYKEY4LapOJmmKyQgPaF/TGEdUuvns/gKdaSVAYSJ0xQrN1N8TOY6knES+7oywGspFbyr+5/UzFV65OYvTTNGYzBeFGUcqQdMwUMAEJYpPNMFEMH0rIkOsA1E6sqoOwV58eZl0GnXbqtv3F7Vmo4yjAidwCudgwyU04RZa0AYCj/AMr/BmPBkvxrvxMW9dMcqZI/gD4/MHTMiWOQ==</latexit><latexit sha1_base64="PxndP/yQ+3lXR2VkjtwEDz3O3lc=">AAAB/3icbVDLSsNAFL3xWesrKrhxM1gEVyUpgi4rbly4qGAf0IQwmUzaoZMHM5NCiVn4K25cKOLW33Dn3zhts9DWAxcO59zLvff4KWdSWda3sbK6tr6xWdmqbu/s7u2bB4cdmWSC0DZJeCJ6PpaUs5i2FVOc9lJBceRz2vVHN1O/O6ZCsiR+UJOUuhEexCxkBCsteeaxEwpM8gA5Y0ryu8K7LvJAFZ5Zs+rWDGiZ2CWpQYmWZ345QUKyiMaKcCxl37ZS5eZYKEY4LapOJmmKyQgPaF/TGEdUuvns/gKdaSVAYSJ0xQrN1N8TOY6knES+7oywGspFbyr+5/UzFV65OYvTTNGYzBeFGUcqQdMwUMAEJYpPNMFEMH0rIkOsA1E6sqoOwV58eZl0GnXbqtv3F7Vmo4yjAidwCudgwyU04RZa0AYCj/AMr/BmPBkvxrvxMW9dMcqZI/gD4/MHTMiWOQ==</latexit><latexit sha1_base64="PxndP/yQ+3lXR2VkjtwEDz3O3lc=">AAAB/3icbVDLSsNAFL3xWesrKrhxM1gEVyUpgi4rbly4qGAf0IQwmUzaoZMHM5NCiVn4K25cKOLW33Dn3zhts9DWAxcO59zLvff4KWdSWda3sbK6tr6xWdmqbu/s7u2bB4cdmWSC0DZJeCJ6PpaUs5i2FVOc9lJBceRz2vVHN1O/O6ZCsiR+UJOUuhEexCxkBCsteeaxEwpM8gA5Y0ryu8K7LvJAFZ5Zs+rWDGiZ2CWpQYmWZ345QUKyiMaKcCxl37ZS5eZYKEY4LapOJmmKyQgPaF/TGEdUuvns/gKdaSVAYSJ0xQrN1N8TOY6knES+7oywGspFbyr+5/UzFV65OYvTTNGYzBeFGUcqQdMwUMAEJYpPNMFEMH0rIkOsA1E6sqoOwV58eZl0GnXbqtv3F7Vmo4yjAidwCudgwyU04RZa0AYCj/AMr/BmPBkvxrvxMW9dMcqZI/gD4/MHTMiWOQ==</latexit>

d~LO

dt
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d~LA

dt
= �~vA ^M~vG + ~M ext

A

Théorème du moment cinétique par rapport à un point
quelconque A(t) : cas particuliers

Cas général:

Cas particuliers:

Théorème du moment cinétique pour le 
centre de masse..

Même si le centre de masse est en mouvement, le théorème du moment cinétique
s’écrit comme pour un point fixe.

d~LG

dt
= ~M ext

G

· Si A = G

· Si ~vA = 0

· Si ~vA k ~vG

9
>>>>=

>>>>;

=) d~LA

dt
= ~M ext

A

<latexit sha1_base64="4K3vQvm6+Bi+ROr4LLQNebGcL1w="></latexit>
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Relation entre ? 
x1'

x2'

x3'

O

G

x1

x2

x3

Q

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

Théorème de Koenig I:

Le théorème de Koenig I est une variante du théorème du transfert, qui permet
d’exprimer le moment cinétique par rapport à un point A quelconque en fonction du 
moment cinétique par rapport au centre de masse, exprimé dans le référentiel du 
centre de masse.

P↵
��!
GP↵

~v↵ , ~v↵
⇤

~LG =
X

↵

��!
GP↵ ^m↵ ~v↵

~L⇤
G =

X

↵

��!
GP ⇤

↵ ^m↵ ~v↵
⇤

Moment cinétique par rapport au point A 
exprimé dans le référentiel du labo

Moment cinétique par rapport au point G 
exprimé dans le référentiel du labo

Moment cinétique par rapport au point G 
exprimé dans le référentiel du CM

Référentiel du labo

Référentiel du CM

�!
AP↵

�!
AG

~LA =
X

↵

��!
AP↵ ^m↵ ~v↵

~LA, ~LG, ~L
⇤
G

A
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~LA =
X

↵

��!
AP↵ ^m↵ ~v↵ =

X

↵

⇣�!
AG+ ~r↵

⇤
⌘
^m↵ (~vG + ~v↵

⇤)

��!
AP↵ =

�!
AG+

��!
GP↵ =

�!
AG+ ~r↵

⇤

Théorème de Koenig I:

On reprend la définition du moment cinétique. Par rapport à un point A quelconque, 
qui peut être en mouvement:

Comme on cherche à isoler le moment cinétique exprimé dans le référentiel du 
centre de masse, on exprime les différentes quantités en fonction de G:

~v↵ = ~vG + ~v↵
⇤

En remplaçant:

⇣��!
GP↵ = ~r↵

⇤
⌘

~LA =
X

↵

��!
AP↵ ^m↵ ~v↵
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~LA =
�!
AG ^M~vG + ~LG

⇤

X

↵

�!
AG ^m↵~v↵

⇤ =
�!
AG ^

X

↵

m↵~v↵
⇤

| {z }
=0

= 0

~LA =
X

↵

�!
AG ^m↵~vG +

X

↵

�!
AG ^m↵~v↵

⇤ +
X

↵

~r↵
⇤ ^m↵~vG +

X

↵

~r↵
⇤ ^m↵~v↵

⇤

Théorème de Koenig I:

On développe:

X

↵

~r↵
⇤ ^m↵~vG =

 
X

↵

m↵~r↵
⇤

!

| {z }
=0

^~vG = 0
X

↵

~r↵
⇤ ^m↵~v↵

⇤ = ~LG
⇤

Et on trouve finalement:
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A = G

�!
AG ^M~vG

~LA =
�!
AG ^M~vG + ~LG

⇤

Théorème de Koenig I:

Cas particulier: 

Le moment cinétique d’un système de points matériels par rapport à un point A(t) 
quelconque est celui qu’aurait toute la masse du système concentrée au centre de 
masse, additionnée du moment cinétique par rapport au centre de masse, évalué dans 
le référentiel du centre de masse.

~LG
⇤

Déf: Moment cinétique orbital (ou de translation)

Déf: Moment cinétique intrinsèque

Théorème de Koenig 1

Il vient donc:

~LG = ~LG
⇤

Le moment cinétique par rapport au centre de masse est indépendant du 
référentiel dans lequel il est évalué.
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Théorème de Koenig 2

Théorème de Koenig II: L’énergie cinétique d’un système de points matériels
correspond à celle d’un point matériel portant toute la masse et ayant la vitesse du 
centre de masse, additionnée de l’énergie cinétique dans le référentiel du CM.

Ecin =
X

↵

Ecin↵ =
X

↵

1

2
m↵v

2
↵

=
X

↵

1

2
m↵ (~vG + ~v↵

⇤)2 =
X

↵

1

2
m↵

�
v2G + 2~vG · ~v↵ ⇤ + v⇤2↵

�

Ecin =
1

2
Mv2G + E⇤

cin Théorème de Koenig 2

=
1

2
Mv2G + 2~vG ·

X

↵

m↵~v↵
⇤

| {z }
=0

+
X

↵

1

2
m↵v

⇤2
↵

| {z }
=E⇤

cin
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Moment cinétique orbital      : dû à la rotation de la terre autour du Soleil.
Moment cinétique intrinsèque : dû à la rotation de la Terre sur elle-même.

L’énergie cinétique de la terre a les mêmes deux contributions (König II):
• Energie cinétique due au mouvement autour du Soleil: 
• Energie cinétique due à la rotation propre de la Terre: 

~LG
⇤

1

2
Mv2G

E⇤
cin

~vG

G

~LG
⇤

M

~LA

A

�!
AG ^M~vG

�!
AG ^M~vG

Théorèmes de Koenig I et II: Illustration: 
Terre autour du Soleil (simplifié)
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Exemples, illustrations, cas particuliers
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VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

~̂ex

~̂ey

~̂ez

R

O

G

A

↵

m~g
~N

~Ffrott

Théorème du transfert, de Koenig: Illustration: 
Cylindre sur un plan incliné
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Cas particulier: Moment des forces de poids

On considère un ensemble de points matériels de masses ma, soumis à la 
gravitation, et on calcule le moment total de ces forces par rapport à un point O

O

ex

ey

ez

G

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

VECTORWORKS EDUCATIONAL VERSION

~r↵

m↵~g
�!
M ext

O
=

X

↵

(~r↵ ⇥m↵~g) =
X

↵

(m↵~r↵ ⇥ ~g)

=
X

↵

(m↵~r↵)⇥ ~g =
1

M

X

↵

(m↵~r↵)

| {z }
=
��!
OG

⇥M~g

�!
M

ext
O

=
��!
OG⇥M~g

Le moment des forces de pesanteur par rapport à n’importe quel point O 
est égal à celui qu’aurait toute la masse concentrée au centre de gravité.
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~r1(t)

~r2(t)

~F 2!1

~F 1!2

m1

m2

O

~̂x
~̂y

~̂z

Exemple: Collision entre deux corps dans le référentiel 
du labo et du centre de masse

On se propose de traiter l’évolution de deux masses m1 et m2 soumises à une
interaction. Le traitement se fera dans le référentiel d’inertie (labo) et dans le 
référentiel du centre de masse pour retrouver les formules précédemment établies.

Deuxième loi de Newton appliquée à m1 et m2
⇢

m1~̈r1 = ~F 2!1

m2~̈r2 = ~F 1!2

Troisième loi de Newton:
~F 2!1 + ~F 1!2 = 0
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Changement de coordonnées:

8
><

>:

~R =
m1~r1 +m2~r2
m1 +m2

: Coordonnées du CM

~r = ~r1 � ~r2 : Coordonnées relatives

(~r1(t),~r2(t)) �!
⇣
~R(t),~r(t)

⌘

~r1(t)

~r2(t)

m1

m2

O

~̂x
~̂y

~̂z

~F 2!1

~F 1!2

~r1(t)

~r2(t)

m1

m2

O

~̂x
~̂y

~̂z

~F 2!1

~F 1!2

~r(t)

~R(t)

G

Exemple: Collision entre deux corps dans le référentiel 
du labo et du centre de masse (2)
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Exemple: Collision entre deux corps dans le référentiel 
du labo et du centre de masse (3)

Cette équation est équivalente à

m1~̈r1 +m2~̈r2 = ~F 2!1 + ~F 1!2 = (m1 +m2) ~̈R = 0

On combine les deux équations de  Newton appliquées à m1 et m2:

M~aG = ~F ext (= 0)

On combine différemment pour extraire la force d’interaction:
⇢

m1~̈r1 = ~F 2!1

m2~̈r2 = ~F 1!2
m1m2~̈r1 �m1m2~̈r2 = m2

~F 2!1 �m1
~F 1!2

m1m2

⇣
~̈r1 � ~̈r2

⌘
= (m1 +m2) ~F

2!1

m1m2

m1 +m2
~̈r = µ~̈r = ~F 2!1

M ~̈R = 0 Equ. du mvt du centre de masse

Equ. du mvt relatif. µ =
m1m2

m1 +m2

Masse réduite

~r1(t)

~r2(t)

m1

m2

O

~̂x
~̂y

~̂z

~F 2!1

~F 1!2

~r(t)

~R(t)

G



Physique Générale: Mécanique pour SC, SIE et GC | Automne 2024     10.01: Systèmes de points matériels

Faculté 
des sciences
de base

Swiss 
Plasma
Center J.-P. Hogge     39

Exemple: Collision entre deux corps dans le référentiel 
du labo et du centre de masse (4)

Comparons les grandeurs évaluées dans les deux référentiels:

8
><

>:

~R =
m1

M
~r1 +

m2

M
~r2

~r = ~r1 � ~r2

Référentiel du labo Référentiel du CM

Quantité de mouvement totale:

Dans le labo: 

Dans le CM: 

~p = m1~̇r1 +m2~̇r2 = M ~̇R = M~vG

8
>><

>>:

~r1 = ~R+
µ

m1
~r

~r2 = ~R� µ

m2
~r

8
>><

>>:

~r1 ⇤ =
µ

m1
~r

~r2 ⇤ = � µ

m2
~r

Dans le référentiel du centre de masse,  le mouvement est décrit par une seule
particule de masse réduite soumise à la force interne µ =

m1m2

m1 +m2
~F 2!1

On retrouve bien les relations 
établies précédemment (p. 13 & 21)

~p ⇤ = m1~̇r1
⇤ +m2~̇r2

⇤ = µ~̇r � µ~̇r = 0
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Exemple: Collision entre deux corps dans le référentiel 
du labo et du centre de masse (5)

Moment cinétique total:

Dans le labo: 

Dans le CM: 

~LO = ~r1 ^m1~̇r1 + ~r2 ^m2~̇r2

~LO = ~r1 ^m1

✓
~̇R+

µ

m1
~̇r

◆
+ ~r2 ^m2

✓
~̇R� µ

m2
~̇r

◆

~LO = (m1~r1 +m2~r2)| {z }
=M ~R

^ ~̇R+ (~r1 � ~r2) ^ µ~̇r = ~R ^M ~̇R+ ~r ^ µ~̇r

~L⇤
G = ~r1

⇤ ^m1~̇r1
⇤

| {z }
µ~̇r

+~r2
⇤ ^m2~̇r2

⇤
| {z }
�µ~̇r

= (~r1
⇤ � ~r2

⇤) ^ µ~̇r = ~r ^ µ~̇r

~LO = ~R ^M ~̇R+ ~L⇤
G On retrouve bien le théorème de Koenig 1.
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Exemple: Collision entre deux corps dans le référentiel 
du labo et du centre de masse (6)

Energie cinétique totale:

Dans le labo: 

Dans le CM: 

On retrouve bien le théorème de Koenig 2.

Ecin =
1

2
m1~̇r1

2 +
1

2
m2~̇r2

2 =
1

2
m1

✓
~̇R+

µ

m1
~̇r

◆2

+
1

2
m2

✓
~̇R� µ

m2
~̇r

◆2

Ecin =
1

2
(m1 +m2) ~̇R

2 +
1

2

✓
1

m1
+

1

m2

◆
µ2~̇r 2 =

1

2
M ~̇R 2 +

1

2
µ~̇r 2

E⇤
cin =

1

2
m1~̇r1

⇤2 +
1

2
m2~̇r2

⇤2 =
1

2
m1

✓
µ

m1
~̇r

◆2

+
1

2
m2

✓
µ

m2
~̇r

◆2

E⇤
cin =

1

2

✓
1

m1
+

1

m2

◆
µ2~̇r 2 =

1

2
µ~̇r 2

Ecin =
1

2
M ~̇R 2 + E⇤

cin
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~LO =
X

↵

~LO↵ =
X

↵

~r↵ ⇥ ~p↵ =
X

↵

��!
OP↵ ⇥m↵~v↵

�!
MO =

X

↵

�!
MO↵ =

X

↵

~r↵ ⇥ ~F ext
↵

=
�!
M ext

O

Ecin =
X

↵

1

2
m↵~v↵

2

Masse et la quantité de mouvement d’un système de points matériels: 

Energie cinétique

Moment des forces par rapport à un point O

Moment cinétique total:

Résultante des forces externes:

~F ext =
X

↵

~F ext
↵

~p =
X

↵

~p↵M =
X

↵

m↵

Résumé: Systèmes de points matériels
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X

↵

m↵~r
⇤
↵ = 0

Seconde loi de Newton:

Théorème du moment cinétique: 

Centre de masse: 

Vitesse, accélération du CM: 

Référentiel du CM: Centré en G, en translation p.r. au référentiel
d’inertie

Propriétés du CM: Ne dépend pas de l’origine du référentiel

M~aG = ~F ext

d~LO

dt
= ~M ext

O

d~p

dt
= ~F ext

Résumé: Systèmes de points matériels

La quantité de mouvement totale est nulle
dans le référentiel du CM

Le centre de masse est au centre de masse

��!
OG =

1

M

X

↵

m↵~r↵

M~vG = ~p

~p ⇤ = 0
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�!
AG ^M~vG

~LA =
�!
AG ^M~vG + ~LG

⇤

· Si A = G
· Si ~vA = 0
· Si ~vA k ~vG

9
=

; =) d~LA

dt
= ~M ext

A

Résumé: Systèmes de points matériels (2)

Théorème du transfert:

Si A = G:

Théorème du moment cinétique:

(A quelconque)

(G centre de masse)

Cas particuliers:

Théorème de Koenig I :

Cas particulier:

Moment cinétique orbital Moment cinétique
intrinsèque

~LA = ~LO +
�!
AO ^M~vG

~LG = ~LO ���!
OG ^M~vG

~LA

dt
= �~vA ^M~vG + ~M ext

A

d~LG

dt
= ~M ext

G

~LG
⇤

~LG = ~LG
⇤
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Résumé: Systèmes de points matériels (3)

Théorème de Koenig II : Ecin =
1

2
Mv2G + E⇤

cin

Interaction entre deux corps dans le référentiel du CM:

µ =
m1m2

m1 +m2

µ~̈r = ~F 2!1 Equation du mouvement relatif

Masse réduite
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Définitions
générales

Système de points matériels: aide-mémoire
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Référentiel Labo Centre de masse

O fixe A = A(t) quelconque G = Centre de masse

Théorème
du transfert

Théorème
de Koenig 1

Théorème
de Koenig 2
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Définitions, 
relations, 
propriétés


